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Постановка проблеми. Курс ―Алгебри та початків аналізу‖, що 
вивчається в старшій школі, є пропедевтикою для вивчення курсів ―Вища 
математика‖, ―Математичний аналіз‖ у закладах вищої освіти, головною 
особливістю яких є практична спрямованість для суміжних дисциплін. Від 
успішного засвоєння основних понять аналізу в школі залежить їх подальше 
вивчення та сприйняття зв'язків математики із іншими галузями науки.  
Згідно програми [7] у старших класах загальноосвітніх шкіл вводяться 
основні поняття математичного аналізу такі як ―границя‖, ―похідна‖ та 
―інтеграл‖, але зміст навчання є нерівномірно розподіленим. Наприклад, 
основні поняття теорії множин та диференціального числення вводяться в 10-
му класі, а поняття первісної та інтеграла пропонують вивчати у 11-му класі. 
Така непослідовність ускладнює розуміння та уявлення учнями зв'язків між 
окремими темами та їх практичне значення у прикладних проблемах. Також ще 
однією із головних проблем при вивченні даних понять є їх високий рівень 
абстрактності, що ускладнює сприйняття наведених понять та знижує 
зацікавленість учнів. 
На даний момент вивчення теми ―Визначений інтеграл‖ в середній школі 
містить багато проблем методичного характеру, що виражається у формальності 
засвоєних знань та відриву від практичних задач, а також наявністю протиріч 
між науковим викладом теми та її доступністю. Одним із способів подолання 
цих проблем є використання математичних моделей. В цьому полягає 
актуальність обраної теми дослідження.  
Об'єктом дослідження є елементи математичного аналізу у старшій школі, 
а предметом — математичні моделі, що демонструють застосування 
визначеного інтеграла в математиці, фізиці, механіці та економіці. Проблема 
дослідження зумовила вибір наступних завдань:  
 підбір теоретичного матеріалу по темі;  
 розробка факультативного курсу, що може бути використаний для 
поглиблення знань учнів з теми ―Невизначений та визначений інтеграл‖, чи як 
методичні рекомендації для для виконання науково-дослідної роботи у системі 
Малої академії наук України, чи при підготовці до олімпіад з математики; 
 формування систем вправ, що забезпечать міцне засвоєння учнями 
основних прийомів рішення задач; 
 розгляд основних моделей фізичних, механічних та економічних явищ, 
що базуються на понятті визначеного інтеграла. 
Аналіз досліджень і публікацій. Проблеми та особливості навчання у 
шкільному курсі математики елементів математичного аналізу досліджувалися 
у роботах багатьох дослідників, зокрема М.І. Жалдак, Г.О. Михалін, 
А.Г Мордкович, Г.В. Дорофєєв, О.М. Астряб, Г.П. Бевз, М.І. Бурда, 
О.С. Дубінчук, З.І. Слєпкань, І.Є. Шиманський, Л.О. Соколенко, Л.Г. Філон, 
В.О. Швець, Ю.В. Ботузова та багато інших. Зокрема, у [3] досліджуються 
методичні особливості вивчення теми "Визначений інтеграл" у старшій школі з 
використанням онлайн-сервісів і програмних продуктів. В роботах [6, 9, 10] 
досліджуються можливості вивчення прикладних задач природничого 
характеру в курсі алгебри та початків аналізу. 
Виклад основного матеріалу (результатів) дослідження. Пізнавальний 
інтерес до навчання математики найкраще активізувати за допомогою 
розв’язування прикладних задач. Якщо говорити про поняття ―визначений 
інтеграл‖, то доцільно розглянути такі його застосування 
 задачі олімпіадного характеру; 
 задача про обчислення площ, довжин, об'ємів тощо; 
 задача про обчислення роботи змінної сили; 
 задача про обчислення пройденого шляху; 
 задача про обчислення маси і координати центру ваги неоднорідного 
стержня; 
 задача про обчислення тиску рідини на вертикально занурену пластину; 
 задачі про приріст капіталу, обсяг продукції, величину попиту-
пропозиції, обчислення коефіцієнта Джинні, що зображує частку величини y, 
що зосереджується на x % популяції з найменшим значенням цієї величини, 
тощо. 
Основні вимоги до прикладних задач, які використовуються у навчанні 
математики є такими: 
 наявність реального практичного змісту в задачах; 
 відповідність задач шкільній програмі; 
 враховуючи практичність сучасних старшокласників задачі мають бути 
для них значущими; 
 прикладні задачі повинні відображати ситуації виробництва, різних 
галузей економіки, торгівлі, ілюструвати застосування математичних знань у 
конкретних професіях людей; 
 при розв’язанні прикладних задач у математичних гуртках, МАН їх 
формулювання може бути розширене і являти собою деяке теоретичне зведення 
до проблеми, що вивчається. Сама проблема може мати багатоступеневе 
розв’язання, при якому кожний наступний етап розвиває і доповнює 
попередній. 
Розглянемо основні підходи, до введення поняття ―Визначений інтеграл‖ 
в школі [8]. 
Перший підхід полягає у розгляді конкретної прикладної задачі і на 
основі верхніх та нижніх інтегральних сум Дарбу вводиться поняття 
визначеного інтегралу, доводяться деякі його властивості та умови існування. 
Наступним кроком вводиться інтеграл зі змінною верхнею межею, його основні 
властивості, вводиться поняття первісної та формула Ньютона-Лейбніца. 
Другий підхід полягає у введенні поняття первісної неперервної функції 
на проміжку та правил її знаходження. Наступним кроком є введення поняття 
невизначеного інтеграла, його властивості та методи обчислення і вже тоді 
вводиться поняття визначеного інтегралу, його властивості, існування та 
обчислення. 
Відмітимо, що в шкільних підручниках та в багатьох вузівських 
підручниках з математичного аналізу перевага надається другому підходові. 
Розглянемо особливості кожного з підходів. Однією з переваг першого підходу є 
його тісний зв'язок із життям, учням пропонується розв'язати конкретні 
прикладні задачі, які є їм цікаві та актуальні, а недоліком є значний обсяг часу 
для викладу теми, учні втомлюються та втрачають інтерес до теоретичної 
частини. 
В той же час другий підхід позбавлений недоліків першого, учням 
запропоновано відповідну теоретичну базу і витрати часу є оптимізовані і 
більше часу відводиться на розгляд задач. Але на жаль такий розгляд не дає 
змоги повністю розкрити ідейну сторону та практичне значення визначеного 
інтегралу. 
Наведемо деякі практичні задачі, в основі яких лежить поняття 
визначеного інтегралу. Також відмітимо, що визначений інтеграл можна також 
застосовувати в багатьох задачах із економічним змістом, зокрема в задачах на 
знаходження функції витрат за заданою функцію граничних витрат, в задачах 
про дисконтну вартість грошового потоку; про максимізацію прибутку стосовно 
часу; про залежність відсотка доходів від відсотка осіб та інші.  
1. Задачі економічного характеру [2, 5] 
Нехай деяке підприємство (фірма) виробляє продукцію з інтенсивністю 
(продуктивністю праці) . Знайдемо обсяг продукції , вироблений за 
проміжок часу . 
Зазначимо, що коли продуктивність не змінюється протягом часу (тобто 
 – стала функція), то обсяг продукції , виробленої за деякий проміжок 
часу  задається формулою . У загальному випадку, тобто коли 
 – довільна функція, справедлива наближена рівність: , де 
 . Ця наближена рівність буде тим точніша, чим меншим буде . 
Нехай функція  визначена на відрізку , де . Розіб’ємо цей 
відрізок на  довільних частин точками: . 
Для обсягу продукції , виробленої за проміжок часу , маємо 
наближену рівність , де ,  – довжина відрізка 
, . 
Отже, увесь обсяг продукції , вироблений за проміжок часу , можна 
наближено знайти за формулою . 
Нехай . Якщо , то кожна з використаних наближених 
формул стає більш точною. Переходимо до границі інтегральної суми 
 
  при  і отримаємо точну формулу:
 
. 
Враховуючи означення визначеного інтеграла, дістанемо
 
.  
Таким чином, якщо  – продуктивність праці в момент , то  – 
обсяг виробленої продукції за проміжок часу . 
Отже, економічний зміст визначеного інтеграла такий: визначений 
інтеграл  чисельно дорівнює обсягу виробленої продукції з 
продуктивністю праці  за проміжок часу . 
Дану формулу можна узагальнити на випадок проміжку часу , а 
саме:  ,  яка виражає обсяг продукції , вироблений за проміжок 
часу , де . 
Приклад 1. Продуктивність праці бригади виражається формулою
  
. Бригада працює 8 год. Обчислити обсяг виробленої 
продукції: а) за весь робочий день; б) за проміжок часу ; в)порівняти ці 
обсяги у відсотковому відношенні. 
В економічній теорії, яка враховує технічний прогрес, виробнича функція 
Кобба -Дугласа має вигляд 
, 
де  інтенсивність розвитку виробництва, пов’язаного з технічним 
прогресом,  додатні постійні числа, що характеризують технологію 
виробництва,  індекс зайнятості в обробній промисловості,  індекс 
постійного капіталу,  фактор, що відображає вплив технічного прогресу та 
інших факторів на обсяги виробництва. 
Тоді згідно з економічним змістом функції Кобба-Дугласа можна 
показати, що обсяг продукції, яка випускається за проміжок часу від   до 
 визначається за формулою   .  
Якщо вважати, що витрати капіталу сталі, а витрати трудового ресурсу 
лінійно залежать від часу, то формула набуває вигляду  
. 
У цьому випадку обсяг продукції, яка випускається за проміжок часу від  
до  визначається за формулою 
. 
Приклад 2. Знайти обсяг продукції, виробленої за чотири роки, якщо 
виробнича функція Кобба-Дугласа має вигляд
 
, де  час у роках. 
Розглянемо задачу визначення капіталу (основних фондів) за відомими 
чистими інвестиціями. Чисті інвестиції (капіталовкладення) – це загальні 
інвестиції, які надходять в економіку за певний проміжок часу (зазвичай за рік), 
із відрахуванням інвестицій на відшкодування основних фондів (витраченого 
капіталу). Таким чином, за одиницю часу капітал збільшується на обсяг чистих 
інвестицій.  
Позначимо капітал, який залежить від часу , через , а обсяг 
чистих інвестицій – через . Тоді описане вище можна подати у вигляді 
рівності , тобто чисті інвестиції  – це похідна від капіталу  за 
часом .  
Часто в економічних дослідженнях доводиться знаходити приріст 
капіталу за проміжок часу від  до , де , тобто  
. Оскільки  є первісною для функції , то, 
використовуючи формулу Ньютона-Лейбніца, яка пов’язує первісну з 
визначеним інтегралом  , можна записати  
. 
2. Задачі фізичного та механічного характеру [10] 
Нехай матеріальна точка рухається по прямій під дією сталої сили Р, що 
діє вздовж тієї самої прямої. Якщо точка пройшла шлях s, то, як відомо з 
фізики, виконана при цьому робота дорівнює добутку Ps. 
Нехай тепер рух матеріальної точки вздовж осі Ох відбувається під дією 
змінної сил f(x), яку вважатимемо неперервною функцією. Покажемо, що коли 
матеріальна точка під дією сили f (х) пройшла шлях від точки з координатою а 
до точки з координатою b, то виконана при цьому робота дорівнює:    . 
Приклад 3. Щоб розтягнути пружину на 10 см, треба прикласти силу в 
2Н. Яка робота буде виконана при розтягуванні пружини на 5 см? 
Приклад 4. Обчислити силу тиску води на прямокутні ворота шлюза, що 
мають ширину а і висоту h, якщо верхній край шлюзу знаходиться на поверхні 
води. Обчислення виконати для а = 30 м, h = 20 м.    
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